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Taylorの定理の証明についての一考察

伊　藤　善　彦

　　　　（数　学）

A　Note　on　the　Taylor’s　Theorem

Yoshihiko　ITo

　　Mathematics

Abstract．　We　suppose　that　a　and　b　are　confined　to　an　interval　over　which　a　function　f

has　all　of　the　continuous　derivatives　we　want　to　use．　Then　we　have　a　Taylor　formula

with　remainder　Rn　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（・）一揖∫響（・一a）・＋Rn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　Sn（a）十　Rn

In　this　note　we　shall　give　the　remainder　Rn　in　a　direct　way　based　on　the　Rolle’s　theorem．

Theorem　（Taylor’s　theorem）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rn一！ω（c）（6謬ヨ紹一9ω）

for　some　c　bgtween　a　and　b，　where　g　is　a　function　that　is　continuous　for　a　＄x　S　b，

differentiable　for　a　〈x　〈　b　and　g’（x）＞O　or　g’（x）　〈O　for　a　〈x　f　b．

　If　we　take　g（x）＝＝　（bm　x）M　（m　＃　O），　we　have　the　following　corollary．

，　Corollary　（The　Roche－Schlbmilch　form　of　the　remaindizr）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rn（b）一勉ぞ舞竺1），（・一a）m（・一・）…

Key　word　：　Taylor’s　theorem，　Roche－Sch16milch’s　form　of　the　remainder，　Cauchy’s　form

　　　　　　　　　of　the　remainder，　Lagrange’s　form　of　the　remainder，
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　三角関数指数関数，対数関数等のMaclaqrin展開は，将来にわたって数学的技巧をあまり

必要としない医学生等にとっても極めて有用である。例えば，統計学の理論展開においては，

これは避けては通れない方法である。ところが，Maclaurin展開の基礎となるTaylorの定理

の証明をみると，その剰余の項を，一部のテキスト（例えば1），2））を除けば

　　　　　　　　　　　　　　　　　Rn＝　（b”　a）MM

　　　　　　　　　　　　　　　　　R？＝　li；ll／（b－a）”

等と天下り的に定義して証明しており，技巧的で，その必然性に乏しい感があってかえって証

明の本質が把握しにくい難点がある。また，1）ではR。を定積分で定義しているし，2）は

Cauchyの平均値の定理を経由して証明している。そこで，この小論においては，　Taylorの定

理の証明をCauchyの平均値の定理等を経由することなく，直接Rolleの定理に帰着させるこ

とのみに重点を置いて，見直してみることにする。

　1．！（x）を任意の整関数とし

　　　　　　　　　　　　ノ（X）＝aoxn＋a1X”一1＋…＋a。一IX＋a。

と表せば，任意のa，bに対して

　　　　　　　　f（　b）＝　f（a十　（b一　a）　）

　　　　　　　　　　一f（a）＋牛）（ろ一a）＋∫量1α）（b－a）・＋…

　　　　　　　　　　　　　＋｛ISI　Iti”ii＞ial（b－a）n－i＋zlE（ll111g2”’！．a）（b”a）n

と表すことができる。

　そこで，鳴る区間において関tw　f（x）は有限確定な値をとり，その導関tw　f’（x），！”（x），

…，∫ω（x）もまたその区間で有限確定であると仮定して，整関数の場合と同様の関係を考察す

るために，その区間内のa，b（a〈b）をとって

　　　　　　　　　　　　　　　　Rn＝　f（b）一　Sn（a），　（1）

　　　　　　　　Sn（a）一ル）＋アIF）（ろ一a）＋…＋甜）if’1（ろ一a）・一・　　（・）

とおく。

　いま，適当な関数h（x）をとって

　　　　　　　　　　　　　　　F（X）＝Sn（x）十　Rnh（x）　（3）

とおくと，（1）より
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　　　　　　　　　　F（a）　一一　Sn（a）十　Rnh（a）＝　f（　b）十　Rn（　h（a）‘　1）

また，（2）より

　　　　　　　　　　llF（b）＝：　Sn（　b）十　Rnh（b）＝　f（　b）十　Rnh（b）

よって，関数h（x）を適当な関数g（幻によって

　　　　　　　　　　　　　　　　㈲一鯛≡鰐

となるようにとれば

　　　　　　　　　　　　　　　　F（a）＝　F（　b）＝　f（　b）

となる。したがって，g（x）としてさらに閉区間［a，　b］で連続，開区間（a，　b）で微分可能な関

数で，この区間でg’（x）＞0またはg’（x）＜0となるものをとれば，Rolleの定理より，a〈c＜b

をみたす適当な。が存在して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F’（c）＝O

となる。よって，（3）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sh’（c）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Rn　＝　一　一｝li／t2i　ii”　Si－2

　　　　　　　　　　　　　　　f‘”’（c）（b一　c）”一’（g（b）一　g（a）　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）　　　　　　　　　　　　：・　Rn＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n一　1）！g’（c）

よって，Taylorの定理は次のように表される。

　定理　f（x）がある区間においてn回微分可能であるとする。この区間内の任意のa，b

（a＜ろ）に対して，

　　　　　　　　　　∫（・）一ル）辞）（・一・）・∫参α）（・一・）・＋…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋謬1子1（b－a）・一・＋Rn

とおけば，R．は閉区間［a，　b］で連続開区間（a，　b）で微分可能な関数g（x）で，この区間で

g’ ix）＞0またはg’（x）く0のものと，a，　b間の適当な。とによって，上の（4）のように表される。

　2．定理において，条件をみたす微分可能な関数g（x）として

　　　　　　　　　　　　　　　　　g（x）＝（b－x）m
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をとれば，Roche－Sch16milch・の剰余

Rn＝　一iafifl￥i”’一／　Cl）　！（b一　a）m（b一　c）n－m

がえられ，さらに，m＝1のとき，　Cauchyの剰余

Rn＝
i1．1；S｛lj1r‘”一’（f）！（b－a）（b－c）”一i

が，また，m＝nのとき，　Lagrangeの剰余

　　　　　　　　　　　　　　　　　R．＝　！tE（IZ｛IS22”’（！C）（　b一　a）n

が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　文　　献
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