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Some　Representations　of　Fractional　Brownian　Motions

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　Wavelet　Transforms

Akio　NoDA
Mathematics

野　田　明　男
　　　　（数学）

Abstract：　For　fractional　Brownian　motions　with　exponent　h　（O〈　h　〈2），　we　give　s6me

representations　of　a　new　type　which　have　a　connection　with　the　continuous　wavelet

transform．

Key　words：　Fractional　Brownian　motion，　white　noise　（Gaussian　random　measure），　continu－

ous　wavelet　transform

g　1．　lntroduction　and　results　in　the　one－dimensional　case

　　The　purpose　of　this　short　note　is　to　establish　some　representations　of　a　new　type　for　a

fractional　Brownian　motion　｛Bh（x）；　xERd｝，　which　has　the　covariance　function

　　　（1）　7h（x，　y）＝｛lxlh＋lgxlh－lv－ylh｝／2

where　O〈h〈2　and　Ix－yl　denotes　the　Euclidean　distance　between　x　and　y．　ln　this　section

we　prove　our　result　（Theorem　1）　in　the　case　d＝1；　in　the　next　section，　we　are　gging　to

discuss　an　extension　to　the　multi－dimensional　cases　d　k　2　（see　Theorem　2）．

　　A　usual　representation　of　a　centered　Gaussian　system　｛X（t）：　t　E　T｝　with　covariance

function　r（ちs）is　constructed　as　follows（cf．［3］and［6］）：

i）　First　choose　a　suitable　measure　space　（S，　pt）　to　find　a　family　of　real－valued　functions

｛ft（u）；　t　E　T｝　in　the　Hilbert　space　L2　（S，　u）　such　that

（・）　　　r（ち・）一∫、撫）細d・・（・）…anジち・∈T・

Such　an　expression　（2）　Was　called　a　model　of　the　covariance　function　in　［6］．

ii）　Next　take　a　white　noise　（Gaussian　random　measure）　｛W（A）；　A　C　S｝　based　on　the

measure　space　（S，　p）．　Then　we　get
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（3）　X（t）＝一S，ft（u）　dW（u）．

　　Now　for　T＝R，　let　｛Bh（t）；　tER｝　be　the　fractional　Brownian　motion　with　exponent　h．

The　Brownian　mQtion　corresponds　to．the　case　h＝1，　in　which　the　increments　dB，（の＝B，（t

十dt）一Bi（t），　t（II　R，　are　mutually　independent．　On　the　other　hand，　the　correlation　function

of　Bh（t）　has　the　persistency　when　h＞1　and　the　antipersistency　when　h〈1　（［1］）．　As　was

discussed　so　far　in　the　theory　of　Gaussian　processes，　we　take　the　Lebesgue　measure　space

（R，　du）　as　a　natural　choice　of　（S，　pt），　and　from　the　property　of　stationary　increments　we

are　led　to　set　the　following　form：

　　（4）　ft　（u）　＝K（t一　u）一K（一u）．

It　turns　out　that　the　scaling　property　of　Bh（t）　imposes　a　strong　condition　on　the　above

kernel　function　K（の（cf．［7］，［9］and［13］）：

　　（5）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（（ct）＝c（h－1）t2K（の，　for　everyと＞0，

which　yields　the　following　well－known　expression　of　Bh（t）：

（6）　B，（t）　＝＝　S：．｛K，（t－u）一K，（一u）｝dW〈　al　），

　　（6）’　　　　　　　　　　　　　　　　　K，（t）＝c＋ltl（h－1）／2十・c－ltl（h－1）／2sgn（の，

where　（c＋，　c一）　is　a　pair　of　normalizing　positive　constants　and　sgn（t）＝＋1　for　t＞O，　＝：　一1

for　t〈O．

　　By　virtue　of　a　recent　result　（［2］）　on　noncanonical　representations　of　Brownian　motion，

one　can　construct　a　class　of　isometriesノ｛g、，＿，副defined　on　L2（R，　du）such　that　the　range　of

J｛g，，…，g．｝　is　equal　to

　　　　　　　　［gv’・，　gN］±＝＝｛fEL2（R，　du）；　S：．f（u）gi（u）du＝O　for　all　i，　ISi〈＝．Ai｝．

Applying　such　an　isometry　to　（6），　we　can　derive　a　different　representation

（・）　　B・（1）｛［ノ・91，一・副（K・（t一・）一K・（一・））］（u）繭）・

　　We　are　now　in　a　position　to　discuss　our　result　on　representations　of　Bh（t）　related　to　the

continuous　（also　called　integral）　wavelet　transform　Ty　（see　［4］　and　［5］）．　ln　contrast’　with

the．previous　measure　space　（R，　du），　pur　present　choice　of　（S，　pt）　becomes　S＝＝（O，　oo）×R，

du（a，　b）＝a－2da　db，　where　aE（O，　oo）　and　b　Eii　R　indicate　dilation　x．ax　and　translation　xL＞

x十b　on　R，　respectively．

　　Now，　let　th（x）EL2（R）　be　an　arbitrary　real－valued　function　satisfying

（8）　2zS：1if（E）121SI一’d4－27rSO一．．1’th’V（6）lllelT’ds／　Cth〈oo，

the　Fourier　transform　of　di（x）　being　defined　by
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（ξ）一レξ・ψ（漁・

Such　a　mother　wavelet　th（x）　brings　her　daughter　wavelets

（g）　’

@’
@ut．，，（x）＝＝一

狽堰∴黷磨i一g1一Z’一e－b　），　（a，　b）（E（o，　oo）xR，

by　which　an　integral　transform　from　L2（R，　du）　into　L2（S，　pt）　can　be　defined　as　follows：

（10）　（Tef）（a，　b）＝S：．Va，b（x）f（x）du・

The　dual　of　this　continuous　wavelet　transform　Te　admits　the　expression

（・・）．　脚ω一∫1∫1．．Va・・（珈（…）・一2磁姻…）∈L2（・，・）・

Thanks　to　the　strong　admissibility　condition　（8），　we　have

（12）　S，coS：．（　Tefi）（a，　b）（　T¢f2）（a，　b）aM2da　db＝CeS：．．fi（’x）f2（x）du，

which　implies　a　useful，　inversion　formula　一51」一Tip＊・　Te＝1　（iqentity）　（cf．　［4］，　［5］　and　［14］）．

　　We　are　ready　to　state　our　result　on　the　fractional　Brownian　motion　Bh（t）．　Take　a

Gaussian－random　measure　｛W（A）：　A　c（O，　eo）xR｝　based　on　the　measure　dpt（a，　b）＝

aL2da　db．　Then　the　following　key　assumption　enables　us　to　prove　Theorem　1　below：

（13）　S：．1　if（4）12　141hd6－2S：1　thN（s）12　Eh　d4－D．（h）〈oo．

Simple　examples　of　such　a　V　should　be　mentioned　here：

（14）　th（x）一」：cos（x6）4ae－Pt2　dg　（ev，　B＞o）．

Theorem　1．　For　any　real－valued　function　di（x）　satisfying　the　conditions　（8）　and　（13），　the

fractional　Brownian　motion　Bh（t）　can　be　expressed　in　the　form

（・5）　　鋼一・∬1．．｛ψ・，・（t）一¢a，・（・）｝a・h＋・・／2dW（a，・），

where　k　is　a　normalizing　constant　given　by

　　（15）’　’　k±｛2r（h十1）sin（zh／2）／De（h）｝ii2．

Proof．　Let　us　begin　with　computing　the　variance　of　Bh（±1）．　Noting　that

　　　　　　　　　　Sl・一・・…s…ad・一t∫lsi’ll？Q”・2ada－r（　　　π2ん一2h十1）sin（nh／2）（・〈’hく・），

we　see　by　（15）　and　（15）’　that

　　　　　　　　　　　　　　　E［BZ（±・）］一k・∬＝．．｛ψ（±7ろ）一ψ（一面）｝2・・一・d・db

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・21ンー圃d・∫1’．．｛th（±a－F　u）一　th（u）｝2du
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；　k2」：a一（h’i’da（t．　S：．le；‘“e－l12　1　diN（6）12d6／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一告髪ll．．1グ（ξ）1・礁｛1ンニ・・＋・・s…（・ξ／・圃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一22欝．．1孝1嘔（ξ）1・d6∫la一・・…s…磁

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一＝k2De（h）／2r（h十1）sin（nh／2）一1．

Then　it　easily　follows　that

　　　　　　　　E［（B・（・t））・］一・・∬1．．｛ψ（雫）一ψ（一£）｝2ah－2d・・db一♂E［（鋼！2］

for　every　c＞O，　which　tells　us　that　E［（Bh（t））21＝＝Itlh．　Observing　that　the　variance　of　the

increment

　　　　　　　　　　　　B・（t＋・）一・・B・（・）一k∬r．．｛卿）一ψ・，・（・）｝・・ん・1・・2副・，・＋・）

does　not　depend　on　s　E　R，　we　have　completed　the　proof　of　Theorem　1．

　　　　　　　　　　　　　g　2．　An　extension　to　the　multi－dimensional　cases

　　This　section　is　devoted　to　an　extension　of　Theorem　1　to　the　mu1ti－dimensional　case　x　E

Rd（d）一2），　in　which　the　fractional　Brownian　motion　Bh（x）　is　a　Gaussian　random　field　with

covariance　function　（1）．　Following　Yor　．［15］，　we　would　like　to　introduce　d　X　d　matrix－

valued　functions　and　a　correspbnding　Gaussian　random　measure．

　　Now　set　S＝（O，　oo）xRd，　dpt（a，　b）＝a2（d”）da　db　with　aE（O，　oo）　and　b　Ei　Rd　indicating

dilation　and　translation　on　Rd，　respectively．　We　form　a　Hilbert　space　L2d（S，　pt）　consisting

of　all　d×d　matrix－valued　functions　F（a，　b）＝＝（Fij（a，　b））g・，」＝i，　each　element　Fi，・（a，　b）　being

real－valued，　such　that

（16）　llF（a，　b）112＝S：S．．Tr（F（a，　b）F‘（a，　b））a一（d’i’da　db

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝t9，tg．，S：S．．Fi」（a・　b）a一（d”）da　db〈．．

In　order　to　form　a　Wiener　integral　of　F（a，　b），　we　need　a　d×　d　matrix－valued　white　noise

｛W（A）＝（Wi，・（A））st・，」＝i；　A　C　S｝　based　on　the　measure　space　（S，　pt）．　That　is，　each　element

WiJ・（A）　is　a　Gaussian　random　measure　with　mean　O　and　variance　pt（A），　and　these　random

measures肱・（●）（i，ブ＝1，…，　d）are　mutually　independent．　We　then　define　a　Wiener

integral

　　　　　　　　　　　　　　　∬ノ（a，・）副・，・）一碧自∬。！・（a，・）鵡（副，
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which　turns　out　to　be　a　Gaussian　random　variable　with．　mean　O　and　variance　IIF（a，　b）II2．．

　　Let　Ur（x）＝（　erab・（x））Z・，」＝i　be　an　arbitrary　function　in　L2d　（Rd，　du）　satisfying　the　following

conditions：

（17）　（2rr）dt9，tg．，S．．1　ipij（6）12　181－dd4　一　Cv（d）　〈　oo，

（・8）　翻。。1聾（ξ）1・1ξ・1・de－D・（d，．h）〈∞（ξ一（ξ・，…，ξd）∈Rつ

and

　　（19）　・　IP’（Qx）一（？IP’（x）Qt，　xERd，
for　every　orthogonal　matrix　Q＝（Qi，・）S，j一一i．　Some　examples　of　such　a　Ur　should　be　noted：

Taking　any　real－valued　even　function　q（t）　of　the　form　（14），　we　have

i　）　Ti（x）＝q（lxl）　1　with　unit　matrix　1＝（6i」）st・，」一mi；

ii）T・（・）一q（1・1）ノωw・・hル）一（伴）1、．、・

Here　it　deserves　to　mention　that　a　particular　d　×　d　kernel　function　K（x）　of　the　form　lxl－P｛1

－pJ（x）｝（p＝（d－h）／2＞O）　was　used　in　［15］　and　played　a　role　similar　to　（6）’．

　　Now　putting

（・・）　　・・a，・ω一・一柳町∂）一・一・／2（蝋毎ろ））1、。、，

we　are　in　a　position　to　pr6ve　our　main　result　on　a　representation　of　Bh（x），　x　E　Rd．

T．h．．一e．Q．r…e．．m．　’　2．　For　any　d×d　matrix－valued　function　gP’（x）＝（　epi，〈x））k＝i　on　R　d　satisfying　the

conditions　（17），　（18）　and　（19）　mentioned　above，　the　fractional　Brownian　rnotion　Bh（x）　can

be　expressed　in　the　following　form：

（・・）　　B・（・）一k（d）∬。。｛血，・ω一qa．・（・）｝・・…・・2dW（a，ろ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・（d）期∬評輪）a，b（・）一（蜘）｝・（h＋d）ノ2dWi」（a・・b）・

where　k（d）　’is　a　nofmalizing　constant　given　by

　　（21）’　k（d）一｛2dnd－ir（h十1）sin（rrh／2）／Dpt（d，　h）｝”2．

1Iltlggt，oof一　We　first　compute　the　variance　of　Bh（ei）　for　ei＝（1，　O，…，　O）　E　Rd：

　　　　　　　　　　　　E［画一・2（の繍。・｛…」（eL’ilLeb）一四一S）｝2ダ穿鱒

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　k2（d）　tg．，，＝d，S：S．．｛　qi」（ae，　＋　u）　一　T．（u）｝2a一くh＋i）da　du

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・2（d）翻レ咽（，｝）・∫．．le－i・・・・…一・1・1¢・（ξ）1・d8｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝k2（d）1（／22saL2．）dtg．，tg．，S．．1¢i」（g）12d4S：sin2（a＆／2）a一（A＋i）da
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fk2（d）一（：tli；E［2i）hd　Dv（dl　h）S：aT（h’i）sin2a　da＝1．

The　scaling　property　E［BZ（cx）］＝chE［BZ（x）］　for　every　c＞O，　as　well　as　the　property　of

stationary　increments　immediately　follows　from　the　expression　（21）．

　　Our　final　task　is　to　show　the　orthogonal　invariance　of　（21）　by　making　use　of　the　key

condition（19）．．Namely，　for　any　orthogonal　matrix　Q＝（．Qの乏月，　we　can　write

E［BZ（Qx）］一k・（の禽ゑ∬Rd｛戦・（（⑳冴うつ一娩・（一画）｝2ah－d一・da・db・

　　　　　　　　　・一　k2（d）i：S，，Tr（（　ur（Q（一g　一i’i9一，b　））一　ip’（Q（　一e）））（　ip’（Q（li／1一Z－9ii　一b，　））　T　gir（　（？（　一2））／t．）ah－d－ida　db

　　　　　　　　　＝一　k2（d）S：S，，Tr（Q（　gif（一｛1；　ti；1一b　））一　lif（　一一il一））　（？．‘　Q（　gv’（一gl－i’；一q－b　）一　ger（　一一il）／tQt）ah－d－ida　db

　　　　　　　　　干・2（・）∬、、T・（｛・停）一・←2）｝｛・（亨）一・r（一吾）｝り・h－dT’…db一・［醐・

We　thus　get　the　conclusion　that　E［（Bh（x十g）　一　Bh．（y））2］　＝・　＝　Ixlb，　which　’completes　the　proof　of

Theo掩m　2．
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