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カード・ゲームの数理ノート；

「神経衰弱」における戦略について

野田明男

（数学）

　　A　Mathematical　Note　of　Card　Games　；

en　Some　Strategies　in　the　Concentration　Game

Akio　Noda

Mathetnatics

Abstraet：　Simple　card　games　for　children　seem　to　have　complicated　and　interesting

aspects　in　constructing　the　optimal　strategies．　ln　this　paper，　we　take　up　the　concentration

game　played　by　two　persons　who　have　both　perfect　memory，　and　study　two　different　（pure）

strategies　arising　from　a　random　selection　of　unknown　cards．　ln　particular，　the　mean　value

of　the　score　of　a　player　who　has　the　move　is　analyzed　by　solving　some　difference　equations．

Key　words：　strategy，　card　game，　expectation，　difference　equation，　generating　function．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　§1．　序

　確率・統計に関する授業を毎年複数の大学で（受講生は合わせて150名余）担当している。

サイコロやトランプ・カードによるさまざまなチャンス・ゲームを例題に取りあげ、ゲーム

に勝つ確率や得点の期待値を計算するという経験を積み重ねて来た。学生とともにこの種の

離散型確率の問題をいろいろと考え、解いて行くうちに、ゲームとしては単純な子供向けの

カード・ゲーム（神経衰弱、ババ抜き、7並べなど）に伴う数理をきちんと考察しようとす

れば、なかなか奥の深い面を見せる事実に行き着いた。そうしてこの夏、とても解けそうに

は見えなかったある種の三差方程式（漸化式（3－3）と（4－3））を解くことに成功し（§3と§4

の定理1と定理2をそれぞれ参照）、小論の形にまとめる価値を見出した次第である。
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A　Mathematical　Note　of　Card　Games；on　Some　Strategies　in－the　Concentratio皿Game

　　このノートは、「神経衰弱」という記憶力が試されるゲームを二人で行う場面を取り扱

う。用いる（2M）枚のカードは．1からMまでの数が2枚ずつ書かれており、同じ数が

4枚ずつある通常のトランプ・カード（M・＝13）とは異なる点に留意する。対戦する二人は

両者とも完全な記憶力を保持していると仮定する。このとき、ランダムな未知カードの選択

とともに自然に生じるゲーム戦略2つを数学的に研究し、この2つを比較するのがわれわれ

の目的である。記憶容量に制限が加わる、より人間らしい仮定の下ではどうなるか、という

課題は、医学から見ても興味深い点を含むが、ここで論じる段階にまだ達していない。

　さて、神経衰弱においては、既知カード（裏向きのカードがめくられて、そのカードの数

が何であるか、両者に記憶されてしまう）の枚数aと未知カード（ずっと裏向きのままで、

カードの数はわからない）の枚数bとが、ゲームの進行（手番は交互に移る）とともに、変

化して行く。もちろん、数の一致するカードが既知カードの中にあれば、手番の者は即座に

そのペアをめくって一組取ることができる。また、1枚目にめくったカードの数が既知カー

ドの中にあれば、そのカードを2枚目にめくって一組取ることができる。こうして、われわ

れはm組のペアがまだ場に残っていて、a枚の既知カードの中には数の一致するものが全く

ない場函を考えることになる（2≦m≦M，0≦a≦m）。

　1枚目は、未知カードb（＝2m－a）枚の中からランダムに選んでめくる。1枚目のカー

ドの数が、もし既知カードの中にあれば、それをめくって一組取り、m－1とa－1に対応す

る場面に手番はそのままで移行する。もし既知カードの中になければ、2枚目のカードは未

知カード（b－1）枚の中からランダムに選ぶというやり方がわれわれの墾エを形成する。

　　これに対比して、1枚目の選び方は同じであるが、1枚目のカードの数が既知カードの

中にない場合、対戦相手に新しい情報を付加することを防ぐため、1≦a≦m－2のときには

2枚目を既知カードの中から選び、それ以外のaの値に対しては、未知カード（b－1）枚の

中から2枚目をランダムに選ぶというやり方が、戦略Hを形成する。完全記憶の仮定の下で

は、aニmの場面に至れば、残りm組のペアをすべて獲得することができる。この最も回れ

た局面に移行する直前のa＝m－1のときは、a＝0めときと同様、戦略1と同じ方式を採用す

るしかない。2枚目のカードの選び方について、1≦a≦m－2の範囲に限って、戦略1とは

異なる方式を採用した所以である。

　このノートにおける主な指標は、得点（＝獲得した組の総数）の期待値であり、先手番

と後手番の有利・不利を期待値のレベルで論じる。まず、完全記憶の仮定に入る前にその対

極に位置するところの記憶欠ロの仮定を§2で扱う。カードをめくる際に、場にある裏向き

のカードの中からランダムに1つ選ぶという方式の下に神経衰弱を行う時、先手番の期待値

（と分散）を調べる。このような状況では先手の方が常に有利であるが、その有利さは、カ
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一ドの数の上限Mが大きくなると減少し、期待値は両者とも公平な並に収束することが

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

不される。

　§3では、対戦する両者が戦略1を採用した場合を扱う。ゲーム開始（m＝M，a＝O）に相

当する場面からだけではなく、一般の（m，a）の局面からスタートして、ゲーム終了時点での

先手番の得蝋綱を研究す・・このとき湖待値μ（m，a）＝E区司は・

aニm’ 黷秩ir＝1，2，3，…）とおいて、rの値の順にmの数列μ（m，m－r）を調べると、

うまく行く。特に、rを固定しm→。。とすると、μ（m，m－r）の漸近挙動が明らかとな

る（定理1参照）。十分大きなmに対し、先手の有利・不利は、rの偶・奇に応じて交互に

入れ替る。

　§4に移って、対戦する両者がともに戦略Hを採用した場合、§3の結果はどのように

変更され・か・詳述す・・三二の得点を㌦。，・その二二を・（m，a）一油鼠と記

して、主要な結果をここにまとめる：mの数列V（〃z，m－r）は、漸跡式の解として

μ（m，m－r）よりも複雑な数式で表されるけれども、十分大きなmに対する先手の有利・

不利は§3のμ（m，m－r）の場合と同一である（定理2参照）。この事実は著者を驚かし、

われわれの純粋戦略1とllの優劣は、簡単に決着がつくものではないことを教えてくれる。

　神経衰弱における「最適」戦略は、戦略1と戦略Hを移り行く（m，a）の局面ごとに、巧

みに使い分ける混合方式によって構築できるものと信じている。しかしながら、比較的小さ

なMの場合でさえ、現実に使い分けの具体策を提示することは、著者の現在の力量を越え

ているように思われる。

　　　§2．記憶欠如の下でランダムにカードをめくるとどうなるか

　1からMまでの数が書かれたカードが2枚ずつ、全部で（2M）枚のカードを用いて、

甲（先手番）と乙（後手番）の二人が「神経衰弱」を行う。両者ともめくられたカードの数

が何であったか、即座に忘れてしまうと仮定し、場にある裏向きのカードの中からランダム

に2枚のカードを選んでめくる。そのとき、カードの数が一致すれば得点1を得て、ゲーム

を続行する；カードの数が一致しなければ、裏向きのカードの枚数は変わらずに相手に手番

が移行する。この方式が記憶欠如の仮定の下では自然なものとなる。ゲーム終了の時点で甲

の獲得した得点をZMと書くと、乙の得点はM　’一　ZMである（0≦ZM≦M）。
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　　　　　　AMathemadcal　Note・of　Card　Games；on　Some　Strategies　in　the　Concentration　Game

　　まず、ZMの確率分布P（ZM＝　k）　・　PM（k）を調べる。（2M）枚のカードの中からラ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
ンダムに2榊カードを撰ぶとき・数が一致する確率は2M－1であるので・2重数51　’J

PM（k）は、次の漸化式を満たす：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2M－2　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　PM（M－k）　（M＝1，2，3，…）　　　　　　　　　　　PM－1（k－1）十（2－1）P〃（k）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2M－1　　　　　　　　2M－1

初期条件は、Po（k）＝δo，たである（ここで・δi，＝1（ノ＝k）；＝0（ノ≠k）はクロネッカ

ーの記法）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　上の等化式は、z“の母関数G“（t）　＝Σ　P．（k）　tk（G。・（t）＝1）に翻訳すると都合が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k；O
よい：

（2－2）　G・（・）一
Q孟1G…（t）＋i謡…1　・”GM（｝）（M－L篇一う

・の式の右辺に・　G〃（1）一（2M≒1）7　GM一，〔｝）＋（2潟醒G〃（t）を代入・・

G〃（のについて解けば、次式に至る：

（2一・）G〃（t）一

u≡｝　・GM．1（t）＋駕≡i　・M－IGM－1（1）（M＝・1・・2・・3・・・う

・う・て・G，（t）＝・・　G2（t）＝ m号・G・（・）＝3＋器櫓忌

G・（の一
ﾐ〆＋驚’3＋号・’＋醤’＋含・…

という風に、関数列GM（t）は順次定まって行く。

さて、Z．の平均値E［Z“］＝GM（1）＝λ“と分散

Var［Z］＝G彩（1）＋Gk（1）一（Gli（1））2＝σP櫨いをそれぞれ考察して、・の節を

終えよう。

盒墨ユー．記憶欠如の下でランダムにカードをめくると、先手番が常に有利となる。すなわ

ち・　・L・　＞Y（M＝1・・2・・3・一う・さらに・次式を得・・

（2一・）λ〃÷4詳一3（M≧2）・撫M（λゼ号）＝k

証盟　数列A，〃＝G海（1）の骨化式は、（2－3）から容易に導かれる：
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　　　　　　　　　　　　浜松医科大学紀要　一般教育　第15号（2001）

（2一・）λ．＝
S寸一3λ…＋2M篇＋1（M・＝・1・・2・・3・’・・う

　　　　　　　M従・て・λゼ穿＝αMに書き直して・

　　　　　　　l　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（M＝1，2，3，…）　　　　　　　　　　aM＿1十（2－5’）　　aMニ＝

　　　　　　　　　　　　　2（4M－3）　　　　　　4M－3

を得、aM＞0　（M＝1，2，3，…）が数学的帰納法でわかる・

　　　1　　　1　　1　　　　　　　　　　　　　　　　1
α・＝ X≦4M－3くデM≧2）に臆すると・aM≦4M－3（M≧2）と

　　　　　　1
楓M・M＝9とが容易に示される［証明了］・

　　　　　　　　　　　　　　　臆1．数列a。の母関軸’）＝Σ・。　tMは・次の微分方程式の解である・

　　　　　　　　　　　　　　M＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（2－6）　　　　　4tA’（t）一（t＋3）A（の＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　2（1一の

また、積分表示

（2－6’）A（・）一 z畔調；恭（・＜t＜1）

が成り立つ。

命題■　先手番の得点ZMの標準偏差σMは、次式を満たす：

（2一・）σジ乎（M→・・）囎器＝圭

証盟（2－3）を2回微分して、t＝1を代入すれば次式に至る：

（2一・）G彩（1）一G仏1（1）一4誌3｛（M－1）（2M－1）一2（2M2－8M＋5）aM－1｝

上式の右辺は・命題1を適用して・M e1＋・〔÷）の大きさであることがわか・・従・

てGi”（1）＝0に留意すれば、

鰯（1）一
ﾅ｛㌻1＋・（f）｝＝M（！1一：’）＋・（H・）＝（ll）2一号＋・（1・gM）
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A　Mathematical　Note　of　Card　Games　；　on　Some　Strategies　in　the　Concentration　Game

とな・　（H・＝
窓獅ﾍ調和級数）・・うして・

6．2
@＝　（｝）2　一　一ll　＋X＋　a．　一（一ii一　＋　a．　）2　＋　o　（iog　M）　＝　一ll　＋o　（iog　M）

　　　　　　　嘱
すなわち・σジ丁を導くことができる［証明了］・

　　§3　戦略1＝完全記憶の下で、未知カードをランダムにめくると

　　　　　　どうなるか

　§1で述べたように、完全記憶を保持する甲（先手番）、乙（後手番）二人が戦略1に

従って、「神経衰弱」を行う。脚組のカードのうち、数の一致を含まぬ既知カードがa枚、

未知カードが（2m一α）枚という（ゲーム途中の）局面からスタートして、ゲーム終了時に

おける甲の得点をX砿。）とする（m＝1，2，3，…；0≦a≦m）。もちろん、．神経衰弱のゲー

ム開始は、本当はm＝M，a＝0の場合であり、甲の得点はX（M，o）、乙の得点は

M一　X（M，o）である。

・の節では・　X，。，。）の平均値串司＝μ（m・a）を記述す磁式（分数式）・を与え・

　　　　　　　　　　　　　　　いつ艀有利（L・μ（m・a）〉都こなるか・詳しく分析する・前節の状況とは異なり・

先手の有利・不利は、（m，a）の値によって変化する。α＝配という極端な局面に入った際、

手番の者は残りのカードすべて、つまり得点配を獲得できる点から、このような変動が生

まれると考えられる。

　まず・X（m，a）の確率分布P（X（m，。）＝k）＝P（m，a）（k）（0≦k≦m）について・（m，a）

の二重数列としての漸化式を導く（p（m，m）（k）　＝　6m，k）’：

（3．1）P・・，a・（k）＝ Q配≒P一（k－1）＋（2＿塩望。一1）｛T｝；

　　　T＝」P（m＿1，a）（k－1）＋aP（m＿1，a）（m－1－k）＋2（m－a－1）P（m，a＋2）（〃1－k）

上式右辺の第一項は、未知カードの中からランダムにめくった1枚目のカードの数が、既知

カードの中にある場合に相当し、第二項は既知カードの中にはない場合で、2枚目の未知カ

ードをランダムにめくると、3つのケース（Tの3つの項に対応）に枝分かれする：イ）‘

偶然1枚目と2枚目の数が一致する；ロ）2枚目の数が既知カードの中にあり、乙の手番に
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　　　　　　　　　　　　　浜松医科大学紀要　一般教育’第15号（2001）

移って必ずそのペアが獲得される；ハ）乙の手番に移り、1枚目と2枚目のカードの数が記

憶され、既知カードの枚数は2枚増えて（a＋2）枚になる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　漸島式（3－1）は・x，m，。）の母関数（｝、。，。）（t）＝　2　p（m，a、（k）・tkによって書き直すとわかり

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝O
やすい：

　　　　G…a・（t）＝2差≒q一→（t）　＋，（2配一興。一1）｛Tt｝；

（3－2）

　　　　T’＝tG・m－1，a・（t）＋…M一’・G…一・，a（｝）＋2（m－a－1）〆蝋｝〕

臆界条件をなすG（m，m）（t）＝tm　（m＝0・1・2・…）に留意すれば・関数列G（m，a＞（t）は順次

確定して行く。

Ga　，o）　（t）　＝　t；G，・，1）（t）＝　；t2　＋1・G、・，・、（t）一圭t2＋号・

G・・，・・ω＝
¥t3＋吉’＋1・G，・，1）（t）　一　1｝　t3＋吉・2＋圭’＋苦・

G、・，・，（の十三’2＋含・＋号；

G，・，，，（・1二多・＋毒・・＋圭・＋語・、（t）　・3t　t4＋吉・・＋含・・＋号’＋ζ・

G，・，1）（t）＝ 墲S＋箭3＋1鴇’2＋÷・＋曇・

G・・，・・（t）＝ ﾟ〆＋器’3＋含’2＋醤’＋曇；

G，・，・、（t）＝
¥・5＋吉t3＋含t2＋圭什含・…

さて・x…a・の平均瞭非輪・（1）　＝　u（m，　a）の研究に入・・

a＝m－rとおくと、（m，r）の2重数　りμ伽，陥・）について、次の漸化式’

が（3－2）から．従う：

（3一・）μ（m・m－r）＝
ｯ〒1｛1＋μ（m－1・m’一1一・）｝＋t，＋r）諾＿）｛T〃｝

7



　　　　　　　A　Mathematical　Note　of　Card　Games；on　Some　Strategies　in　the　Concentration　Game

　　　　T”＝1＋μ（m－1，・m－r）＋（m－r）（m－1一μ（m－1，m－r））

　　　　　　＋2（r一一1）（m一μ（m；m－r＋2））

　r＝0のときは明らかにμ（m，m）＝m。　r＝1のとき、（3。3）は、

　　　　　　　m－1
　　　　　　　　　　μ（m－1，m－2）＋1となり、容易に次式が示される：μ（m，m－1）＝

　　　　　　　m＋l

　　　　　　　　　　　m＋2
　　　　　　　　　　　　　　　（m＝1，2，…　）（3－4－1）　μ（m，m－1）＝

　　　　　　　　　　　　3

臆・．μ伽，m－1）〉里となるのは、1＄m≦3に限られる．そして、m＝4のとき、

　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　1
μ（4・3）＝2であるが・甲が3以上の得点を得る榊は9・1以下の得点を得る確率はi

　　　　　　　　　　　　　である。平均値はちょうど一に等しくなるけれども、m＝4，　a＝　3の場合は先手番が不
　　　　　　　　　　　　2
利とみなされる。

　r＝2のとき、（3－3）と（3－4－1）から、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11m2＿31m＋42　　　　　　　　　m－2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m≧2）　　μ（m，m－2）＝　　　　　　　　　　　　μ（m－1，m－3）＋
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3（m＋2）（〃1＋1）　　　　　　　　　m＋2

を導く。この漸化式は、解

　　　　　　　　　　　llm2－25m＋46
（3－4－2）　μ（m，〃t－2）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m≧2）
　　　　　　　　　　　　　15（m＋2）

　　　　　　　　　　　　　　
を産出する・μ（m・m－2）〉すとなるのは・m≧11の糊であることがわかる・

　このように、rに関し順次、　mの数列｛μ（m，m－r）；m≧r｝が分数式の形で定まっ

て行くことが予想され、次の定理に到達する。

謹i）μ（m，m－r）は次の形の分数式で表される：

　　　　　　　　　　　　　　　　φ．＠）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠≧r≧2）（3－4－r）　μ（m，〃1－r）＝

　　　　　　　　　　　（〃z＋2）（m＋3）…　（m＋r）

　　　　　　　　　　　　ダここで、φ，＠）＝α．配「＋Σβ。配が死は欲多項式でその係数はすべて（証明中の（・窃

　　　　　　　　　　　　k＝1
式によって）確定する。
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　　　　　　　μ（m，〃1－r）
　　　　　　　　　　　　　＝αrが存在して・数列α，（αo＝1）は漸化式ii）極限値1im
　　　　m→。。　　　m

　　　　　　　　2r
（3－5）α，　t1一　　　　　　　　　　α．＿1　（r＝1，2，3，…）

　　　　　　　2r＋1

を満たす。さらに次式が成り立つ（」6r，iが満たす漸化式は証明中の（3－5’））：

　　　　撫｛μ（m・m一・即｝＝臥1一（「＋2券「一’）ar

遡　（3－4－r）の分数式を漸化式（3－3）に代入し、φrに関して整理すると、

（3－6）

（m＋1）φr（m）一（m－r）φr（〃z－1）＝L2r（m－r－1）φr＿1（〃z－1）一4r（r－1）（〃1＋1）φr＿2（m）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　
　　　　　　　　　　　　　　　　＋n（．＋ノ）｛（2r＋1）m2＋（2r2－6・・一1）m＋・r2＋3r｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝1

を得る。数学的帰納法の仮定によって、（3－6）の右辺のφ．一1（m－1）とφ，一2（m）の係数がす

べてわかっているとせよ。このとき、φダ（m）の係数α，，／3r，k（1≦k≦r）をすべて決定でき

ればよい。（3－6）の右辺は変数mのr次多項式であり、

mr o一ra・一1｝＋m・一1
o2i’：iL：一li3　r2－1’「＋4・・a・一i－4r（一1）a・一・　・一・2・6・一・，i｝

　　　　　　　　　　ダ
　　　　　　　　＋Σ・陀が之

　　　　　　　　　ぬニ　
という風に計算される。ここで、配械の係数俄は複雑な式で表されるけれども、すべて既

知数である。

　一方（3－6）の左辺は、以下のように計算される。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　
　　（m＋1）ip，・（M）＝α，m”＋1＋（α，＋β，，1）m「＋Σ（β，，、．i＋／3，，k）m”k＋13，，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ト　

（m一・）¢・（m－1）＝伽一
o凄ω（一1）・m・一k＋引航Clり（一一1）・融・｝

＝ar
o謬一2㎡一図｛㈲＋緋1プ｛1ア｝

　　　一書（rm・一h－m・＋1－h）i－i〔1二1〕（一1押臥・

9
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から、上の2式の差をとって整理すると、次式に到達する：

（2r＋　1）a，mr　＋　（（1　＋　r）6，．，　＋　ra，（一1）’　＋　r：，．，　（一1）’一j　fi，，j　／＋　Z．，　Akm’rk　；

Ak　＝　（i　＋　2r　m　k）6，，k　＋　d，　（ri）k　（（k　：　i）　＋　r（E））

　　　　＋i＝1（一1帆←に1〕＋（。二憂’Li〕〕

　従って、まず両辺のm「の項を比べれば、（2r＋1）α，＝2r＋1　一　2rα．＿i

’から、α，は確定し、二化式（3－5）が成り立つ。次にm’一1の項を比べると、

昭蝋〔；）＋βド弊＋4r2a・一i－4・（・一1）a・一2－2・fi・一・・i

を得、β，，1を次式のこどく決定できる：

（3一・りA1＝2煦黶h＋｛21’ii　一！’　a，＋2・a・一i－2（・一1同一13・一・，i

　　　　　　r3＋4r2－3r－3　（r－1）（13r2＋5r－2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ar－2　一　6r－i，i

　　　　　　　　　2r＋1　4r2　一1
このようにして・／3，，k（k＝2，3，…，r）はkの値の順番に・つぎつぎと決定して行くことが

できる。

ii）の2つの極限値は、（3－4－r）式の直接の産物である［証明了］。

　定理の証明に出て来た再帰的な関係式（（3－5）（3－5’）など）を利用して、φ3（m），ip4（M），ip5　（M）

の具体形を順番に求めると、次の結果を見出す：

　　　　　　　　　　39m3　＋　680m2　一　154　lm　＋　1860
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m　）　3）（3－4－3）　pt（m，　m－3）＝

　　　　　　　　　　　　　　105（m　＋　2）（m　＋　3）

　　　　　　　　　　21　lm”　一　57　lm3　＋　22160m2　一　35156m　＋　44784
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m　）　4）（3－4－4）　pt（m，　m　一　4）　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　315（m　＋　2）（m　＋　3）（m　＋　4）
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（3－4－5）

　　　　　　　　813m5＋32034m4－222509〃z3＋1594266m2－2411452〃1＋2832792
μ（m，m－5）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　2079（m＋2）（〃z＋3）（〃t＋4）（m＋5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m≧5）

　　　　　　　　　　　　そして、μ（m，m－3）〉一の解は、4≦m≦25；
　　　　　　　　　　　　2

　　　　μ（m，m－4）〉聖の解は、4≦m＄10と25≦m；

　　　　　　　　　　　　2

　　　　μ（m，m－5）＞mの解は、15≦m＄55。

　　　　　　　　　　　　2

墨
　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　l
i）rが奇数ならば、α＜一；　　　　　　　　　　　　　　rが偶数ならば、α〉一である。
　　　　　　　　　　「　2　　　　　　　　　「　2

ii）自然数Mrが存在して、すべてのm≧Mrに対し、　rが奇数ならば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
μ（m・m一「）〈7・「が騰ならばμ（m・m一「）〉ゴなる・

遡
i）漸化式（3－5）から、

⑳＝1－
Q子至1修≡｝）a・一・〕＝2，㍉1＋（　　4r（r　一　1）2r　＋　1）（2r　一一　1）a・一・（・≧2）

が従う・も・α一・＜

¥なら1・’・　a・＜i」，IFi＋1＋（　　2r（r　一　1）2r　＋　1）（2r　一　1）÷B

　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　1
を得る・α1稼なので・すべての奇数「に対し・αr＜5幟り立つ・

　　　　　　　　　4k　　　　　　　　　　　　　　　　　　2k　　2k＋1　1
また・α・・＝i　”“　t，＋1α・k－1＞1－4k＋1＝4k＋1＞5・

ii）・が奇数のとき・不等式μ（il・m－r）ニ（諸讐漏く9は・

　　2φ．（m）一m（m＋2）…（m＋r）＝（2α，一1）m「＋（mのr－1次多項式）＜0

と書かれる・2α，一1＜0なので・このr次多項式の最大のゼロ点m、を選び、自然数Mr

＞m、をとれば、すべてめm≧Mrに対し、上の不等式が成り立つ。　rが偶数のときも、同

様に示される［証明了］。
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　系1の限界値Mを一般のrに対し書き下すことは困難であるが、前に述べた結果から
　　　　　　　　r
M，ニ5，M2ニ11，M3ニ26，M4＝25，M5ニ56となっている。

　　　　　§4．戦略∬：2枚目は既知カードから選ぶとどうなるか

　前節の状況で、甲（先手番）乙両者が戦略1のかわりに戦略llを採用すればごうなるか。

すなわち、m組のカードのうち、既知カードがa枚、未知カードが（2m－a）枚という局

面からスタートして、ゲーム終了時における甲の得点をY（m，a）とし、その平均値

吻，・）＝門司を調べ・・そして・前節の定理1に対応す碇理・を翻す・のが

この節の目的である。

　まず、Y（m．のの確率分布P（Y（m，a）＝　k）　＝　q（m，a）（k）と、母関数

　　　　　　　
H、。，a、（t）＝Σq、m，。）（k）tkについて、漸化式をそれぞれ求めよう・m≧3で1≦a≦m－2

　　　　　k＝O
のとき、戦略llに従うと、

（4－1）q，m，a・（k）＝
Q配≒9一）（k－1）＋號）q・。，。＋1・（m－k）

となる。a＝0とα＝m－1に村しては戦略1と同じであるので、

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（m－1）
　　　q（m，o）（k）＝　　　　　　　　　　　　q（．一1，0）（k－1）＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q（．，，）＠一k）
　　　　　　　　　2m　‘1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2m－1
（4－1’）

　　　q・・，m－1・（k）一瞬外戚・（k－1）＋（k．）m｛6・，m＋（m－1）6・，・｝

を得る。従って、」犠脚）（t）の感化式は次の形をとることがわかる：

（4一・）H・・，a・（t）一
Q嵩隔σ）＋2舞≡1）t・H・。，。＋1）（1）

　　　　（m≧3，1≦a≦m－2）；

　　　H・・，・・（t）＝±t－1・H・m一・，・）（t）＋際≡｝）〆畷｝）

　　　　　　　　　　m－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（tm＋〃卜1）　　　H（m，m－1）ω＝　　　　　　　　　　　　t　H（m－1，。．2）ω＋

　　　　　　　　　　m＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m＋1）〃t

H（m，m）（t）　＝　G（m，m）（t）　＝　tmからH（m，m－1）（t）＝G砿嗣）（のカs’従い・m≦2ならば常に

H［（m，a）（t）＝　G（m，a）（t）が成り立つ・また・m≧3に対し・H（m，o）（t）＝H（m，1）（t）となる。

12
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H（m，a）（のが（4－2）によって順次定まって行く仕組みは、（；（m，の（のの場合と同様である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　4
平均値v（m・a）＝酷，・・（1）の考察に入る・v（2・0）＝5＜v（2・1）＝5・

　　　　　　　　m＋2
　　　　　　　　　　　　そして、m≧3ならばv（m，0）＝v（m，1）が成り立つ。従って、v（m，〃z一一1）’＝

　　　　　　　　　3

2≦r≦m－2の範囲にrを固定して、mの数列v（m，m－r）を次の漸化式によって調べ

ればよい：

（4－3）

．（m，m－r）＝m一「 o1＋．（m－1，m－1一一r）｝＋2「｛m＝・v（m，m一（，一1））｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m十r　　　　　　　　m十r

　　　　　　　　　　　　　　　　
補題1．v（m，m一（r－1））≦一と仮定する・このとき、
　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　〃z－l　　　　　　　　　　　m
v（m－1，m－1－r）〉　　　　　　　　　　　　　　　ならば、V（〃1，m－r）〉一となる。
　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　2

遡　（4－3）によって、

・（姻〉篇（1＋配デ）＋配窪。伽一号）＝m2＋総一「）〉：

を導く［証明了］。

　　　　　　　　　　　　　　　　　m＋2　m　　　　　　　　　　7　3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3≦7伽≧4）・v（3・1）＝9＜i・　　r＝2の場合、v（m，m－1）ニ

　　　　　32
v（4，2）・＝一＞2に注意すれば、補題1によってすべてのm≧4に対し、
　　　　　15

v（m，m－2）＞Uがわかる。この事1ま、v（m，m－2）を表す分数式を以下のように導く

　　　　　　　　2

ことからも示される。v（m，m－2）が満たす漸化式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llm－14　　　　　　　　　　　　m－2
　　　　　　　　　　　　　　　v（m－1，m－3）十　　　　v（m，m－2）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3（〃z＋2）　　　　　　　　　　　　m＋2

　　　　　　　　　　2
を、初期値v（2，0）＝一の斉合性に留意して解けば、容易に次式を得る：
　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　　　　　　　　11m2＋10m－24
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15（m＋2）！m≧2）（4－4－2）　　　　　　㌔　v（m，m－2）＝

　次にr＝3の場合に移ると．、漸化式（4－3）が含意する初期値

13
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　　　　　　　　　　　8　．　．．　A．　．AA　7
・（3・0）＝3－v（3・1）＝ Xと実際の値v（3・O）＝v（3・　1）＝言とのくい違v’が生まれる・こ

の事実を受けて、われわれはv（m，m－3）を2つの部分に分解する：

　　v（m，m　一一　3）　＝　v，　（m，m一　3）　十　v，　（m，m　一　3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
ここで…（m・m－3）（m≧3）を定めるのは（4－3）と同じ式（v・（3・0）ニ X）・つまり・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13m2　十　35m　十　18　　　　　　　　　　m－3
　　　　　　　　　　　　　Vo（m－1，　m－4）＋　　Vo　（m，m　一　3）　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5（m　＋　3）（m　＋　2）　　　　　　　　　　m＋3

　　　　　　　　　　　　　13m3　＋　82m2　＋　163m　＋　102
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　を産出する。他方、これは解Vo（m，m－3）±
　　　　　　　　　　　　　　　　35（m　＋　2）（m　＋　3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
v・（M・m－3）は・初期働1（3・0）＝v（3・0）一v・（3・0）＝一 Xとより単純な漸化式・

　　　　　　　　　　m－3
　　　　　　　　　　　　　v，（m－1，m－4）　　Vl（m，　m－3）＝
　　　　　　　　　　m＋3

で規定・れ・数列であ・・従・て馴（m・m－3）＝一 ﾒll鍔llll

を得るので、v（m，m－3）の次の表現式に到達する：

（4－4－3）

・（m・m－3）・’3配3 w器讐’02一ぎ伽＋3），．filil．一1，…伽≒）（m≧3）

　r＝4の場合に入って、mの数列v（m，m－r）（r＝4，5，…）の一般形が浮かびあが

る：

　　v（m，m　一　4）　＝　v，　（m，m　一　4）　＋　v，　（m，m　一　4）　＋　v，　（m，m　一　4）

ここでVo（m，m－4）は、（4－3）と同型の応化式が定める部分である：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8　　　　　　　　　　m－4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛m　一　v，　（m，m　一　3）｝　　　　　　　　　　　　　｛1＋v，（m－1，m－5）｝＋　　Vo　（m，　m　一一　4）　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＋4　　　　　　　　　　m＋4

　　　　　　　　　　　　　　　71
纐はv・（4・0）＝4Tv・（4・1）＝ st（’あり・v・（m・m－3）の表現式を使って・

　　　　　　　　　　　21　lm‘　＋1694n　3＋　3641m2　一　266m　一　4920，

　　　　　　　　　　　　　　　315（m　＋　2）（m　＋　3）（m　＋　4）

次にv伽一4）は・卿ずれを調整す・部分であ…（4・・）i・（4・1）一
Qから・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
v（4，0）＝v（4，0）一（4一γ（4，1））＝　2v（4，1）一4＝一一を初期値にもち、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　35

　　　Vo　（m，m　一　4）　＝

と表すことができる。

　　　1

1
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　　　　　　　　　　　m－4
　　　　v，　（m，m一　4）　：　S’；　pil’　＋1　v，　（m　一　1，m一　5）

によって決定される数列となる。従って、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8！　　　　　　　　　　　　　4
　　　　Vl（m・m－4）＝一雰＠＋4）（m＋3）…（m－3）と書くことができる0

最後郷分v、（m・m－4）は・（4－3）の右辺第二項におけるv（m・m－3）をv・（m・m－3）

に置き換えたことから生じる。すなわち、次の漸化式を考える：

・・（m・m－4）一
B・・（M－L－5）一配§4｛伽一3）一v・（m・mr3）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6！　　　　　　　〃卜4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
　　　　　＝m＋4v・（m－1・m－5）＋言忌＋4）（m＋3）…（m－2）（m≧4）

ここで・」Cm　＝（m＋4）＠ ﾊ1）一（m－3）・・（m・m－4）（m≧4）・おくと・上式は

　　　　　　m－3
x・・一・Xm－1＝ R5となる・結局・

・・一

ﾈ3＋・・＝（m－1）（m－4　　　　70）＋玄一（m一三1　3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8！
を得る・こうして・v・（m・m－4）＝ V。（m＋4）（m＋3）＿（m－1）がわかったので・

求める解の表現式は次の形をとる：

　　　　　　　　　　　21　lm‘　＋　1694m3　＋　3641m2　・一　266m　一一・　4920

（44－4） v（m，m　一　4）　＝

　　　　　　十

315（m　＋　2）（m　＋　3）（m　＋　4）

　　8！　（m2　一　5m　一　2）

　　　　　　　　　　　　70（m　＋　4）（m　十　3）・　・　・　（m　一　1）（m　一　2）（m　一一　3）

　一般のrの場合、v（m，m－r＋1）を既知として、　v（m，m－r）に進む際、

r＝4のとき詳述した（4－3）の解法が有効≧なる：

（4－s）　v（m，m一　r）　＝　v，　（m，m一　r）　＋　v，　（m，m一　r）　＋　v2　（m，mL　r）　（m　）　r）

イ）分解の主要項VO（m，　m－r）は（4－3）と同型の漸化式

（4－6）

vo（m，m一　r），　＝　iil－i／i－il；　｛i　＋　vo（m　一　i，mTi一　r）｝1　i3／f　；r　｛m　一’　vo（m，m－r＋　i）｝
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によって定まり、その解は前節と類似の分数式で表される：

（4一・）・・（m・m一・）＝
im＋2）（差歪塁i．．（m＋r）・吃（m）一a・mr＋》・ガ陀

r次多項式Ψfr（m）が満たす漸化式は、

（4－8）

（m　＋　1）llf，（m）　一　（m　一　r）V，（m　一　1）　＝　一2r（m　＋　1）v，一，（m）　＋　（m　＋　1）・・　・（m　＋　r　一　1）（（2r　＋　1）m　一　r）

であり、左辺は（3－6）と同形なので、前節の計算がそのまま役に立つ。

　（4－8）の右辺は、Vt’，一i（m）を既知と仮定して、

m’

@｛2r＋　1　一　2ra，一，｝　＋　mr一’　／g　（2r2　一　r一　3）　一　2r（a，一i　＋　7，mi，i　）／　＋　il．il，　dkm’一k

という風に計算され、m「の係数α，は前節のφ。（m）のそれと一致する。他方、　m「一1の係

数γ，，1は、φr（m）の係数β．，1とは異なり、次の十干式で定まる：

　　　　　　　2r2－r－3　3r－1
（4’9）　7r，i＝ s＋Tar－ar－i－7r－i，i
そして、7t，，kも同様の手順で、　kの値の順番に定まっていくことが示される。

ロ）（4－5）の第2項Vl（m，　m－r）は、初期値

v1（r，0）＝v（r，0）一（r－v（r，1））＝2v（r，1）一rをもち、

　　　　　　　　　　　m－r（4－lo）　vl　（m，　m一　r）　＝　　　　　　　　　　　　　　　vi　（m　一　1，m一　1　一一一　r）

　　　　　　　　　　　m十r

によって定まる数列である。従って、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2r）！
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2v（r，　1）　一　r）（4－11）　v，　（m，m一　r）　＝

　　　　　　　　　　　（m　十r）（m　十r一　1）…（m　一一　r十　1）

を得る。

ハ）（4－5）の第3項V2（m，m－r）は、次の漸化式を満たす数列である：

（412）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2r　　　　　　　　　m－r　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛Vi　（M，　m卜r＋1）＋v2（M，〃1－r＋1）｝　　　　　　　　　　　　v2（m－1，m－1－r）一　V2　（m，m一　r）　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m十r　　　　　　　　　m十r

　　　（m　十　r）（m　十r一　1）…（m　一r十　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V2（m，〃Z－r）　（m≧r）とおけば、（4－12）はYm　＝
　　　　　　　　　（2r）！
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　（4－12’）

yバym－1＝一＠＋ w四一「＋’｝｛Vl（一＋1）＋・・（一＋1）｝

と書き直される。

　　さて、r≧3に対し、　v1（m，m－r）＋v2（m，m－r）は次の形の表現式をもつことを主

張する：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2r）！ω，（m）
（4－13）Vi　（M，　m－r）＋V2（〃1，〃Z－r）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m十r）（m十r一一1）…（m－r十1）

ここで・ω．（m）は、2（r－3）次の多項式である。r－1のとき（4－13）が成り立つと仮定す

　　　　　　　　　　m－r＋1
れ1±’・　y・　一　Y・一1＝一 Q。一1ω・一1（m）が（2（「一4）＋1）次の多項式となり・

y・＝芳一

Q。≒1、茎！ん一r＋1）（D・一1（k）（Y・　一・・（r・・）＝一Vl（r・1）一・・（r・1））

は、2（r－3）次の多項式となる。（4－11）に注意して、

（4－14）tU・（M）・＝（・（r・1）＋・・（r・1）一一　r）一
Q，芒1、茎！一）t・・一1（k）

とおけば、（4－13）はrのときも成り立つことがわかる。こうして数学的帰納法が完結し、（4－

13）式はすべてのr≧3に対し、示される。

　以上論述．したことを、次の定理にまとめる。

謹i）γ（m，m－r）は、次の形の分数式で表される：

（4－15）

。（m，m－r）＝　v・・（m）　＋　（2r）1卿）
　　　　　　　（m＋2）（m＋3）・・。（m＋r）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m十r）（m十r－1）…（m－r十1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　アここで・欲多項式IPtr（M）・＝・a，m「＋Σγ，，、m「一kは（4一・）で定まり、2（r－3）次の多項

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1
式ωr（m）は、（4－14）で定まる。

ii）lim　V（m・m一「）＝arニ1imμ（m・m一「）を得・。さらに、．次式が成り立つ（？・，．1

　　　　　　〃1　　　　　　　　m→。。　　　m　　m→co

が満たす漸化式は（4－9））：

諏｛・（m・m－r）一呵「篇一（「＋2｝卜1）ar

系2．　自然数ハなが存在して、すべてのm≧Nrに対し、　rが奇数ならば
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V（m・m・一・r）喋・欄ならば・（m・m一・）〉号とな・・

　系2の限界値Nを一般的に決定する問題は困難であるが、補題1を利用して、
　　　　　　　　　r
N，＝5，N，＝4，　ハr3＝3，　N，＝5，…が示される。

趨壁　こみ入った数式を含む読みづらい原稿を、提出期限の迫り来る中、ワープロ清書に骨

を折って下さった鴨藤江利子さんに深謝申し上げます。
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